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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ СУПЕРЭЛЕМЕНТОВ 
ДЛЯ РАСЧЕТА ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ 

МАГНИТОЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ МАШИНЫ 

 
Для анализа полей и процессов в электрических 

машинах, расчете магнитной системы широко ис-
пользуются численные методы, наибольшее распро-
странение получил метод конечных элементов 
(МКЭ) [1]. При использовании этого метода актив-
ная часть электрической машины, как геометриче-
ская область для расчета магнитного поля, разбива-
ется на конечные элементы, образующие сетку. Для 
каждого элемента решается алгебраическая интер-
претация уравнений Лапласа или Пуассона. Для по-
лучения решения с высокой точностью использует-
ся достаточно густая сетка, что требует значитель-
ных вычислительных ресурсов.  

Для анализа сложных механических конструкций и 
конструкций с циклической симметрией в последние 
годы применяется вариант МКЭ, названный методом 
конечных суперэлементов (МКСЭ) [2]. В соответствии 
с этим методом расчетная область разбивается на ряд 
подобластей – суперэлементов (СЭ) таким образом, 
чтобы решение задачи на первом этапе методом МКЭ 
было целиком сосредоточено внутри СЭ, а на их гра-
ницах решение являлось бы гладкой функцией. Каж-
дый суперэлемент оснащается системой базисных 
функций, которые являются решениями рассматривае-
мого уравнения в СЭ, с некоторыми граничными усло-
виями. Использование сетки суперэлементов и базис-
ных функций, позволяющих учитывать особенности 
решения поставленной задачи в СЭ, дает возможность 
находить точное решение при существенной экономии 
вычислительных ресурсов и времени подготовки ко-
нечно-элементной модели (КЭМ) без ущерба для точ-
ности расчета. Следует отметить, что во ВНИИЭМ для 
проектирования сложных электромеханических систем 
МКЭ применяется с середины 80-х годов XX в. [3], а в 
настоящее время применяется и МКСЭ [4, 5]. 

Применение метода МКСЭ для расчета магнитных 
систем в электрических машинах в литературе широ-
ко не освещено, хотя все предпосылки для такого 
подхода имеются. В данной статье на примере элек-
трической машины с постоянными магнитами, разра-

ботанной во ВНИИЭМ [6], рассматривается «супер-
элементный подход» к расчету магнитного поля. 

Для активной части электрической машины ха-
рактерно наличие областей с циклично повторяю-
щимися размерами и свойствами материалов: зуб-
цово-пазовая зона, постоянные магниты и т.п. Кро-
ме того, для расчета ЭДС, пондеромоторных сил и 
мощностей необходимо рассмотрение ряда положе-
ний ротора относительно статора, поэтому приме-
нение суперэлементов для решения таких задач 
представляется логичным и оправданным.  

Как известно, конечной целью расчета магнитной 
системы электрической машины является определе-
ние магнитных потоков и потокосцеплений катушек 
обмотки для последующего расчета ЭДС, электро-
магнитного момента и энергетических показателей. 
Традиционно важной промежуточной задачей расче-
та магнитной системы является определение магнит-
ных проводимостей [7, 8]. Эти проводимости могут 
быть найдены аналитически, например, с использо-
ванием конформных преобразований. Аналитическое 
преобразование геометрии паза по методу Шварца-
Кристоффеля  обычно опирается на серьезные допу-
щения. Например, в работе [7] рассмотрен бесконеч-
но глубокий паз. В дальнейшем найденные проводи-
мости используются для построения математической 
модели активной части электрической машины, ис-
торически получившей название «схемы замещения» 
магнитной цепи. Нахождение точного решения для 
магнитных проводимостей численным методом, на-
пример МКЭ, проводится на основе представитель-
ных КЭМ, детально учитывающих как геометрию 
магнитопровода, так и свойства материала. Магнит-
ные проводимости в этом случае рассматриваются в 
качестве базисных функций суперэлементов. Термин 
«схема замещения», исторически связанный с выну-
жденным упрощением или «загрублением» расчета 
магнитной системы, ассоциирующейся с дискретны-
ми параметрами расчетной схемы магнитной цепи, 
представляется не вполне точным. 

Обосновано применение метода конечных суперэлементов для решения задач расчета электромагнитных полей магнитоэлек-
трических машин. Особенности применения метода проиллюстрированы на примере решения задачи расчета двигателя по-
гружного нефтедобывающего насоса. 
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Итак, к качестве базисных функций суперэле-
ментов активной части электрической машины мо-
гут быть выбраны магнитные проводимости или 
непосредственно магнитные потоки. Последний 
вариант представляется наиболее оптимальным.  

Рассмотрим метод конечных суперэлементов на 
примере расчета магнитных потоков и ЭДС элек-
трической машины с возбуждением от постоянных 
магнитов. Сначала проводится раздельный анализ 
магнитных потоков магнитоэлектрической машины, 
возбуждённых постоянными магнитами индуктора 
и токами фаз якоря. По методу суперпозиции эти 
потоки суммируются, по результирующим потокам 
вычисляется ЭДС, а затем мощности и энергетиче-
ские показатели. Для  применения метода суперпо-
зиции в рамках МКСЭ необходимо использовать 
допущение: магнитная система электрической ма-
шины линейна или может быть  линеаризована. 
Кроме того, необходимо обеспечить условие глад-
кости функции магнитного потока в результирую-
щем решении. Для этого на границе суперэлемента, 
рассматриваемого отдельно, необходимо граничное 
условие о равенстве нулю скалярного магнитного 
потенциала. 

Анализ соотношения числа полюсов и фаз пока-
зывает, что одному положению ротора относитель-
но статора соответствует несколько углов между 

осями постоянных магнитов и зубцов якоря. Пооче-
редно виртуально размещая катушки разных фаз на 
разных зубцах, эти углы можно интерпретировать 
как углы поворота ротора относительно статора. 
При этом токи фаз в режиме нагрузки при этих уг-
лах разные, они определяются электронной систе-
мой управления и индуктивностью обмотки. 

 Применение МКСЭ позволяет провести анализ 
потоков, вызванных токами якоря, в рамках супер-
элемента отдельно от магнитной системы в целом. 
При этом размерность задачи уменьшается в число 
раз, равное числу зубцов якоря. Результатом анали-
за суперэлемента являются численные значения 
магнитных потоков в двух зубцах и двух ярмах.  

Таким образом, цель раздельного рассмотрения 
потоков – экономия вычислительных ресурсов за 
счет того, что при ряде углов поворота ротора отно-
сительно статора не нужно каждый раз анализиро-
вать с помощью МКЭ всю активную часть электри-
ческой машины.  

На рис. 1 показаны вышеупомянутые магнитные 
потоки, связанные с постоянными магнитами ин-
дуктора (а) и токами фаз якоря (б). Область, пока-
занная на рис. 1, б представляет собой суперэле-
мент, о котором шла речь выше. Для анализа ли-
нейности магнитной системы (рис. 1, а) необходимо 
выполнить её расчет при совпадении осей одного зубца 
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Рис. 1. Силовые линии электромагнитного поля магнитоэлектрической 
машины: симметричной части магнитной системы, возбуждённой по-
стоянными магнитами (а); зубцового контура, возбуждённого током 
якоря (б):   1 – сердечник якоря,   2 – постоянный магнит,  3 – сердечник 

индуктора 
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и магнита – угле экстрему-
ма зависимости потокосце-
пления обмотки от угла по-
ворота ротора (γ = 0 эл. 
град), для которого при хо-
лостом ходе и нагрузке дос-
тигается наибольшая индук-
ция в зубце. Сначала надо 
провести расчет магнитных 
потоков в режиме холостого 
хода для ряда углов поворо-
та ротора и найти потокос-
цепление обмотки якоря. 
Далее провести расчёт ЭДС 
по закону электромагнитной 
индукции. 

При расчете рабочего 
режима необходимо при-
менение метода суперпо-
зиции. Для его адекватного использования снача-
ла необходимо провести анализ при наличии в 
расчетной модели возбуждения от постоянных 
магнитов и тока якоря для одного (нулевого) угла 
положения ротора. При этом определяется рабо-
чая точка постоянного магнита с учетом насыще-
ния магнитной системы и магнитная проницае-
мость постоянного магнита. Далее система долж-
на быть линеаризована, если она нелинейна, с 
учетом найденной рабочей точки [8]. Найденная 
величина магнитной проницаемости постоянного 
магнита используется в дальнейших расчетах. 

При проектировании машины МДС катушки 
якоря выбирается меньше МДС постоянного маг-
нита индуктора, иногда – весьма значительно, что-
бы избежать размагничивания постоянного магни-
та. Поэтому модель суперэлемента, возбуждённая 
находящимися в одном пазу токами катушек фаз 
якоря (см. рис. 1, б) практически всегда линейна и 
её линеаризация не требуется. Расчет режима на-
грузки должен быть проведён для линеаризован-
ной модели возбужденной со стороны ротора (см. 
рис. 1, а) для ряда углов поворота ротора с исполь-
зованием моделей, построенных для расчета режи-
ма холостого хода. Результатами расчета являются 
численные значения результирующих потоков в 
зависимости от угла поворота ротора. По этим зна-
чениям производится расчет выходных показате-
лей машины. 

Расчет магнитного поля по методу конечных су-
перэлементов удобно рассматривать на примере 
анализа двигателя ВДУ-32 погружного нефтедобы-
вающего насоса с числом полюсов индуктора 
2p = 6, числом зубцов якоря ZS = 9 (конфигурация 
9/6), трехфазной катушечной обмоткой и активной 

длиной l = 330 мм. Остальные характеристики этого 
двигателя приведены в [6]. Длина активной части 
этого двигателя более чем в 3,4 раза больше его 
диаметра, поэтому задачу расчета магнитного поля 
можно рассматривать как двумерную. Обмотка яко-
ря этого двигателя катушечная (сосредоточенная, 
зубцовая), т. е. каждая катушка упорядоченно намо-
тана на отдельном зубце [9], и число пазов на полюс и 
фазу равно q = ½. При этом достигается следующие 
преимущества по сравнению с «всыпной» обмоткой: 
увеличивается коэффициент заполнения паза, улуч-
шается теплопроводность, увеличивается надежность, 
так как лобовые части фаз не перекрываются. Оче-
видно, что для анализа магнитного поля катушечной 
обмотки традиционные допущения о синусоидально-
сти зависимостей токов и МДС от времени не требу-
ются. Адекватный расчет поля этой машины возмо-
жен лишь численным методом. 

Симметричная часть магнитной системы пред-
ставлена на рис.1, а, где A1B1 и A1C1 – оси симметрии. 
Такие оси симметрии можно провести не при всех 
положениях ротора относительно статора. Часто 
приходится вести расчет всей магнитной системы.  

Питание двигателя осуществляется от транзи-
сторного преобразователя, построенного по трех-
фазной двухтактной двухполупериодной схеме. 
Преобразователь работает совместно с датчиками 
положения ротора. Форма токов фаз якоря, опре-
деляемая преобразователем, представлена на рис. 
2. Следует отметить, что при большей индуктив-
ности обмотки якоря форма зависимостей токов 
якоря от углового положения ротора получается 
более сглаженной.  

Оси зубцов якоря двигателя расположены от 
осей магнитов под рядом углов. В рассматриваемом 

Рис. 2. Зависимость фазных токов якоря от угла поворота индуктора  
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примере это 0 (оси зубца и магнита совпадают), 60 и 
120 эл. град. При других конфигурациях, напри-
мер 18/16 или 27/24, таких углов при одном по-
ложении ротора относительно статора значитель-
но больше. При этих углах токи фаз отличаются и 
создают различные потоки зубцов якоря, а пото-
ки, созданные постоянными магнитами индукто-
ра, одни и те же. 

При рассматриваемом положении ротора отно-
сительно статора (см. рис. 1, а) средние значения 
индукции: Bz1 = 0,72 Тл, Bz2 = 1,43 Тл, Ba1 = 1,23 
Тл, BR1 = 0,91 Тл, т. е. задача является линейной. 
Кажущееся недоиспользование стали якоря 
обусловлено тем, что частота напряжения якоря f = 
500 Гц. И хотя в качестве материала сердечника 
якоря была выбрана высокочастотная сталь 2421 с 
относительно низкими удельными потерями 
p1/400 = 19,5 Вт/кг, потери в стали составили 3,7 
кВт при толщине листа пакета якоря 0,35 мм, т. е. 
11,5% (!) номинальной мощности. В результате 
расчета режима холостого хода найдена зависи-

мость потокосцепления и ЭДС фазы обмотки якоря 
от угла поворота ротора. При этом было достигну-
то хорошее совпадение расчетной зависимости 
ЭДС с экспериментальной (рис. 3). 

В современных магнитоэлектрических машинах 
размеры постоянного магнита выбираются так, 
чтобы рабочая точка находилась вблизи максиму-
ма магнитной энергии. При этом его магнитная 
проницаемость близка к магнитной проницаемости 
вакуума. Например, для самарий-кобальтовых 
магнитов двигателя ВДУ-32 с индукцией насыще-
ния Br = 0,8 Тл, коэрцитивной силой Нс > 630 кА/м, 
рабочей температурой Tраб < 200°С магнитная про-
ницаемость в рабочей точке составила µr = 1,011. В 
этом случае выбор воздушного зазора  в суперэле-
менте зубцового контура (рис. 1, б), возбуждённо-
го токами фаз якоря, выбирается с учетом высоты 
постоянного магнита: δΣ = δ + hm. 

Суперэлемент (см. рис. 1, б) возбуждался токами 
двух фаз якоря (см. рис. 2), находящихся в одном пазу 
I1 и I2. Был рассмотрен режим максимального тока, в 
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котором базовое значение этой величины составило 
40 А (при номинальном значении 20 А). На границах 
суперэлемента A2B2C2 задано граничное условие 

 
                                      φ = 0, 
 

где φ – скалярный магнитный потенциал, т.е. маг-
нитный поток на границе суперэлемента равен ну-
лю. Результатом расчета суперэлемента являются 
численные значения потоков в зубцах якоря: Фz3, 
Фz4, ярме якоря Фa2 и ярме индуктора ФR2.  

После сложения потоков суперэлемента с пото-
ками магнитной системы (с учетом их направле-
ния), возбуждённой постоянными магнитами, полу-
чена зависимость потокосцепления и ЭДС от угла 
поворота ротора (рис. 4). При этом базовое значение 
потокосцепления вычислялось по формуле: 

 
Ψmax = w(Фz2 – Фz4), 

 
где w – число последовательно соединённых витков 
фазы якоря (для ВДУ-32 w = 40). Аналогичным об-
разом вычислялись результирующие потокосцепле-
ния в других зубцах и ярме якоря, ярме индуктора. 
Базовое значение ЭДС вычислялось по формуле: 

 
Emax = 2πfΨmax. 

 
Таким образом, в результате расчета магнитной 

системы по заданной зависимости токов фаз якоря 
получена зависимость ЭДС от угла поворота рото-
ра. По этим характеристикам нетрудно найти зави-
симость электромагнитной мощности и момента на 
валу от угла поворота ротора и КПД, что является 
конечной целью расчета характеристик электриче-
ской машины. 

 
Выводы 

1. Метод конечных суперэлементов сочетает высо-
кую точность с экономией вычислительных ресур-
сов. Целесообразно его применение для расчета 
магнитный полей электрических машин. 

2. Этим методом проведён расчет магнитного поля 
современного магнитоэлектрического двигателя, 
что позволило значительно уточнить его характери-
стики. 
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