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УДК 629.7.05 
 

КОЭФФИЦИЕНТ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ КИНЕТИЧЕСКОГО МОМЕНТА 
В ИЗБЫТОЧНЫХ СИСТЕМАХ ЭЛЕКТРОДВИГАТЕЛЕЙ-МАХОВИКОВ  

 
Введение. Важной характеристикой управляю-

щих возможностей избыточной маховичной систе-
мы является область S изменения суммарного век-
тора кинетического момента электродвигателей-
маховиков H, построенная в связанных осях косми-
ческого аппарата Oxyz. Эта область представляет 
собой множество возможных положений конца век-
тора H, начало которого совпадает с точкой О [1, 2]. 

Форма области S зависит от схемы установки 
двигателей-маховиков, а ее размеры пропорцио-
нальны  максимальному кинетическому моменту 
двигателя-маховика Н*. Размеры и форма требуемой 
области S* определяются тактико-техническими 
требованиями к динамике стабилизации и поворо-
тов космического аппарата. Выбором схемы уста-
новки и Н* должно обеспечиваться условие S*∈ S. 

Расстояние H(r) от точки O до границы области S 
по некоторому направлению r определяет макси-
мальную величину вектора H, которую система 
двигателей-маховиков способна развивать в на-
правлении r.  

Коэффициент использования кинетического 
момента и область S0. Для сравнения различных 
электромеханических систем ориентации в [3] пред-
ложено использовать безразмерный коэффициент 

χ(r) = H(r)/HΣ, 
где HΣ – арифметическая сумма максимальных ки-
нетических моментов исполнительных органов, 
входящих в систему ориентации. Этот коэффициент 
определяет степень использования установочных 
кинетических моментов исполнительных органов 
при создании кинетического момента в заданном 
направлении r. В избыточных системах двигателей-
маховиков коэффициент χ(r) зависит от числа дви-
гателей-маховиков, схемы их установки на косми-
ческом аппарате и направления r. Коэффициент χ 
максимален, т. е. равен единице, когда оси враще-
ния всех маховиков параллельны, однако в перпен-
дикулярных направлениях управляющие моменты 
не создаются (χ = 0). Система сохраняет управляе-
мость, если для всех направлений 0 < χ(r) < 1. 
Множество возможных положений конца вектора 

χ(r)r/r образует область S0, которая подобна облас-
ти S, но её размеры не зависят от кинетического 
момента двигателя-маховика и удовлетворяют ус-
ловию⏐χ(r)r/r⏐≤1. В каждой схеме установки суще-
ствует направление r, для которого коэффициент 
использования кинетических моментов двигателей-
маховиков χ(r) минимален. Величина χmin = minχ(r) 
определяет гарантированную величину вектора H, 
развиваемую маховичной системой независимо от 
направления r.  

Схема установки двигателей-маховиков. Оце-
ним коэффициент использования кинетических мо-
ментов двигателей-маховиков для схем установки, 
которые должны обеспечивать гарантированную 
величину вектора H, развиваемую маховичной сис-
темой в произвольно заданном направлении r. 

Решению поставленной задачи и повышению ре-
сурса маховичной системы способствует равномер-
ное распределение общего кинетического момента 
между отдельными двигателями-маховиками. С этой 
целью оси вращения двигателей-маховиков следует 
равномерно распределять и ориентировать по пра-
вильной круговой конической поверхности [4 – 8]. 
Если ось конической поверхности совместить с осью 
Ox, то установочные углы всех осей вращения отно-
сительно оси Ox будут одинаковыми и равными углу 
α между образующей конуса и осью Ox [4]. 

Рассмотрим избыточную маховичную систему, в 
состав которой входит бесконечно большое число n 
одинаковых двигателей-маховиков с максимальным 
кинетическим  моментом  Н*.  Обозначим  через  
hi  (i =1, 2, … , n) – единичный вектор, параллель-
ный оси вращения i-го маховика. За начало всех 
векторов hi выберем точку O.  

Положение установочного вектора hi в системе ко-
ординат Oxyz может быть задано направляющими ко-
синусами hi1, hi2, hi3 , а положение на поверхности кону-
са углом βi, который отсчитывается в плоскости осно-
вания конуса от оси, параллельной связанной оси Oy. 

Направляющие косинусы связаны с углами α, βi 
соотношениями: 

hi1 = cos α ,   hi2  = sinα cos βi ,   hi3  = sinα sin βi. 

Исследуются теоретические возможности маховичной системы с бесконечно большим числом двигателей-маховиков. Оценива-
ется предельный коэффициент  использования кинетического момента в избыточных маховичных системах. 
Ключевые слова: космический аппарат, двигатель-маховик, избыточная маховичная система, кинетический момент. 
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Проекции вектора кинетического момента  махо-
вичной системы H на оси Oxyz вычисляются по 
формулам: 

Hx =  cos α 
1

n

i
i

H
=
∑ ;   Hy  = sin α

1

n

i
i

H
=
∑ cos βI; 

Hz  = sin α
1

n

i
i

H
=
∑ sin βi, 

где кинетический момент двигателя-маховика Hi 
считается положительным, если направления векто-
ров hi и Hi совпадают, и отрицательным, если они 
противоположны.  

Установочные углы βi отличаются друг от друга 
на угол ∆β = 2π/n, т. е. 

βi+1 = βi + ∆β;    β1 = β ≤ ∆β . 
Если представить, что установочные векторы hi 

«закреплены» на поверхности конуса (рис. 1), то 
установочный угол β задаёт ориентацию конуса от-
носительно осей космического аппарата и опреде-
ляет начало отсчета углов βi. 

При ограниченном 
числе n одинаковых 
двигателей-маховиков 
область S представляет 
собой симметричный 
относительно оси Ox 
выпуклый многогран-
ник. Число его граней 
в форме ромбов с дли-
ной стороны 2Н* со-
ставляет 22 ( 1)nC n n= −  
[4]. Плоскость, прохо-
дящая через ось Ox 
под произвольным уг-

лом γ к оси Oy, образует на поверхности области S 
многоугольник. Его форма зависит от положения 
угла γ внутри некоторого диапазона βi < γ < βi+1. 
Плоскости, отстоящие друг от друга на угол ∆β, об-
разуют одинаковые сечения. При бесконечном уве-
личении числа n, когда ∆β→0 и β→0, все сечения 
области S0 становятся одинаковыми. 

Расчёт коэффициента χmin. Выберем β = ∆β, то-
гда βi = i∆β (i =1, 2, … , n) и расчётные формулы 
примут вид: 

Hx =  cos α 
1

n

i
i

H
=
∑ ;   Hy  = sin α

1

n

i
i

H
=
∑ cos (i∆β); 

Hz  = sin α
1

n

i
i

H
=
∑ sin (i∆β). 

Если все двигатели-маховики развивают  макси-
мальный кинетический момент одного знака, то 
⏐Hx⏐= nН*cos α; Hy  = Hz  = 0. 

Если двигатели-маховики развивают положи-
тельные кинетические моменты Н*, соответствую-
щие им векторы Н*hi располагаются на поверхности 
установочного конуса. После смены знаков векторы 
–Н*hi  переходят в  симметричное относительно 
центра O положение и  
располагаются на по-
верхности конуса, вы-
тянутого вдоль отрица-
тельного направления 
оси Ox (рис. 2). 

Составим уравнение 
линии сечения поверх-
ности области S0 плос-
костью, проходящей 
через ось Ox. Чтобы не 
вводить дополнитель-
ные переменные, выбе-
рем в качестве секущей 
плоскости координат-
ную плоскость Oxy. 

Ограничимся случа-
ем, когда n – чётное 
число, при котором ус-
тановочные векторы с 
индексами 1/2n и n рас-
положены в плоскости 
Oxy. Число двигателей-
маховиков, создающих 
отрицательные кинети-
ческие моменты, обо-
значим 2m, соответст-
венно положительных – 
(n – 2m). Суммарный 
вектор H будет находиться в плоскости Oxy, если со-
ставляющие векторы Нihi располагаются симметрично 
относительно этой плоскости. Симметрия обеспечи-
вается выбором Нi = –Н*, если 1/2n – m ≤ i ≤1/2n + m, 
и Нi = Н* в остальных случаях. На рис. 3 изображе-
ны основания двух конусов с индексами установоч-
ных векторов (вид со стороны оси Ox). Симметрия 
позволяет заменить суммирование cos(i∆β)  в диапа-
зоне 1/2n – m ≤ i ≤ 1/2n + m суммированием  в диапа-
зонах 1≤ i ≤ m и (n – m) ≤ i ≤ n, поэтому 

Hx = (n – 4 m)Н*cos α; 

Hy  = 2Н*sin α[
1

cos
m

i=
∑ (i∆β) + cos

n

i n m= −
∑ (i∆β)] = 

= 2Н*sin α[1 + 2
1

cos
m

i=
∑ (i∆β)]; 

Hz  = 0. 
Воспользуемся формулой для преобразования 

суммы, входящей в формулу для Hy:  

+H* –H* 

x 

   y 

z 

Рис. 2. Положение векторов 
Hi  при создании результи-
рующего вектора H(r) в 

плоскости Oxy 
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Рис. 1. Схема установки 
двигателей маховиков 
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Рис. 3. Основания конусов 
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После деления Hx и Hy на HΣ = nН* и подстановки 
∆β = 2π/n, получим коэффициенты использования 
кинетических моментов: 

χx = (1 – 2a) cos α ; 

χy =
1 12sin ctg sin( ) cos( )a a
n n n

π⎡ ⎤α π + π⎢ ⎥⎣ ⎦
, 

где a = m/n. 
В отличие от χx коэффициент χy зависит от n. 

При n→∞  

χx = (1 – 2a) cos α; 2( ) sin sin( ).y
n

n a
→∞

χ = χ = α π
π

   (1) 

Выражения (1) определяют в параметрическом 
виде линию сечения поверхности области S0  верх-
ней полуплоскостью Oxy. К этим же формулам сво-
дятся вычисления в случае  нечётного числа n. 

Суммарный вектор кинетического момента H 
направлен к оси Ox под углом 

sin( )arctg( ) arctg 2tg
(1 2 )

y

x

a
a

χ ⎡ ⎤π
ϕ = = α⎢ ⎥χ π −⎣ ⎦

.               (2) 

Коэффициент использования кинетического мо-
мента в направлении r(ϕ) является функцией двух 
переменных α и a:  

  2 2 2 2
2

*

4( , ) (1 2 ) cos sin sin ( )Ha a a
nH

χ α = = − α+ α π
π

.(3) 

При n→∞ величина 0 ≤ a ≤ 1 определяет часть 
поверхности конуса, которую занимают установоч-

ные векторы двигателей-маховиков, создающих от-
рицательные кинетические моменты. Если a = 0, то 
χ(α, 0) = χx = cosα;  если  a = 0,5,  то  χ(α; 0,5) = χy =  
= (2/π)sinα sin(aπ). 

Для подкоренного выражения функции (3) вве-
дём обозначение: 

f(α, a) = (1–2a)2cos2α + (2/π)2sin2α sin2(aπ). 
Приравнивая  нулю  частную производную 

∂f(α, a)/∂α, получим уравнение: 

                        2a + (2/π)sin(aπ) = 1                       (4) 
для нахождения значения a, обеспечивающего экс-
тремум функции (3). 

Численное решение уравнения даёт значение 
a*≈ 0,2647. 

Приравнивая нулю частную производную ∂f(α, a)/∂ a, 
получим уравнение  

                       2a +(tg2α/π)sin(2aπ) = 1              (5) 
для нахождения оптимального установочного угла α. 

Из сравнения (5), (4), (3) и (2) следует, что  
tg2α = 1/cos(aπ); χ = (1–2a); ϕ = α. 

Если a = a*≈ 0,2647, то α* ≈ 50,6°; χ* ≈ 0,4705; ϕ*= α*. 
Зависимости χ(a) при различных углах α по-

строены на рис. 4. Все кривые пересекаются в точке с 
координатами a = a*, χ = χ*, определяемой решением 
уравнений (5), (4), (3). Это означает, что для всех уг-
лов α коэффициент использования кинетического 
момента в направлении ϕ = α равен χ*. Следует под-
черкнуть, что коэффициент χ* является минималь-
ным только для угла α*, для других углов α  χmin < χ*. 

Для анализа полученных зависимостей введём 
следующие обозначения. Пусть a0 = a0(α) – решение 
уравнения (5), минимизирующее функцию (3) для 
данного угла α, χmin = χ(α, a0) – минимальный ко-
эффициент χ для данного угла α, ϕ0 = ϕ(α, a0) – уг-

Рис. 4. Зависимость χ(a) при различных углах α 
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ловое положение вектора r(ϕ0), определяемое вы-
ражением (2) при a = a0. 

Предположим, что установочный угол изменяет-
ся от 0 до π/2. 

Если  0 < α ≤ π/4,   то a0 = 0,5;   χmin = (2/π)sinα;  

0 < χmin ≤ 2
π ≈ 0,45; ϕ0 = π/2. 

Если π/4 ≤ α ≤ α*≈ 50,6°, то 0,5 ≥ a0 ≥ a*≈ 0,2647; 
2
π  ≤ χmin ≤ χ* ≈ 0,4705; α* ≤ ϕ0 < π/2. 

Вектор r(ϕ0) расположен вне установочного ко-
нуса. 

Если  α* ≤ α < π/2,  то 0 < a0 ≤ a*;  0 < χmin ≤ χ*; 
0 < ϕ0 ≤ α*. Вектор r(ϕ0) расположен внутри устано-
вочного конуса. 

Определим коэффициент использования кинетиче-
ского момента χmin в системах двигателей-маховиков, 
перспективных для практического применения. 

Выбор α = arctg( 2 ) ≈ 54,7°обеспечивает мак-
симальный объём области S и минимизацию суммы 
квадратов управляющих моментов двигателей-
маховиков [4 – 6]. Выражения (3) и (5) примут вид 

2 2 2
2

1 8( ) [(1 2 ) cos sin ( )];
3

a aχ α = − α + π
π

    

22 sin(2 ) 1a a+ π =
π

. 

Минимальное значение χmin ≈ 0,46 функция χ(a) 
принимает при a = a0 ≈ 0,2. Положение вектора r(ϕ0) 
определяется углом 

0
0

0

2 2 sin( )( ) arctg
(1 2 )

aa
a
π

ϕ =
π −

≈ 41,4°. 

Выбор α = arctg(π/2) ≈ 57,5°обеспечивает равен-
ство кинетических моментов маховичной системы 
по связанным осям космического аппарата Oxyz. 
Выражения (3) и (5) примут вид 

2 2( ) cos [(1 2 ) sin ( )];a aχ α = α − + π     

2 sin(2 ) 1
4

a aπ
+ π = . 

Минимальное значение χmin ≈ 0,448 функция χ(a) 
принимает при a = a0 ≈ 0,164. Положение вектора 
r(ϕ0) определяется углом 

0
0

0

sin( )( ) arctg
1 2

aa
a
π

ϕ =
−

≈ 36,25°. 

Если α < arctg(π/2), то максимальный коэффици-
ент  χ  реализуется  по  оси  Ox:  χmax = cosα.  Если 
α > arctg(π/2), то максимальный коэффициент χ 
реализуется по оси Oy: χmax = (2/π) sinα. При выборе 
α = arctg(π/2) коэффициенты использования кине-
тического момента по связанным осям космическо-
го аппарата Oxyz одинаковы χx = χy = χz ≈ 0,537. 

Уравнение (5) имеет точное решение a0 = 0,25 
при  выборе  установочного  угла  α = arctg / 2π  ≈ 
≈ 51,4°. После подстановки a0 и α  в (3) и (2) получим: 

χmin = cosα 0,25 1/+ π  ≈ 0,4702; 
ϕ(a0) = arctg(2 1/π ) ≈ 48,45°. 

Рис. 5. Зависимость χ(a) при  углах α от 50,6 до 57,5° 
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Зависимости χ(a) при  углах α в диапазоне от 
50,6 до 57,5° изображены на рис. 5. 

Построение области S0. Исключая из  уравнений 
(1) переменную a, получим уравнение сечения гра-
ницы области S0 координатной плоскостью Oxy в 
явном виде 

              y = 2
±
π

sinα cos (
2cos

xπ
α

),              (6) 

где y = χy; x = χx. 
Область определения функции y(x): –cosα ≤ x ≤ cosα. 
Производная  

∂y/∂x = –tgα sinα(
2cos

xπ
α

) 

для y ≥ 0 даёт дополнительную информацию о форме 
области S0. В точке с координатами (x = –cosα; y = 0) 
производная равна tgα, т. е. угол наклона касательной 
равен α. В точке с координатами x = 0, y = 2 π sinα 
касательная параллельна оси Ox. 

Зависимости (6) при различных углах α изобра-
жены на рис. 6. 

Площадь круглого сечения, перпендикулярного 
оси Ox, является функцией координаты x: 

F(x) = πy2(x). 
Объём области S0 зависит от угла α и вычисляет-

ся как определённый интеграл: 
V0(α)= 

cos cos
2 2 2

cos cos

4 4( ) sin cos ( ) sin cos .
2cos

xF x dx dx
α α

− α − α

π
= = α = α α

π α π∫ ∫
 

Максимальный объём области S0  

V0 max =
8 0,49

3 3
≈

π
 

обеспечивается выбором угла α = arctg 2  (α ≈ 54,7°). 
График зависимости от угла α функции  

20

0max

3 3 sin cos
2

V
V

= α α  

приведён в [4]. 
Коэффициент χmin равен радиусу r0  окружности, 

вписанной в сечение области S0, и радиусу вписан-
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Рис. 6. Сечение границы области Sо системы двигателей-маховиков при α: 
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ной сферы. При изменении угла α меняется не 
только радиус вписанной сферы, но и положение 
точек касания. 

Зависимость коэффициента χmin от угла α по-
строена на рис. 7. Видно, что функция χmin (α) 
имеет пологий максимум. При изменении угла 
конуса в диапазоне от 45 до 60º χmin  отличается от 
χ* ≈ 0,4705 не более, чем на 5%.  

При сравнении различных маховичных систем, 
удовлетворяющих одним и тем же техническим 
требованиям, предпочтение следует отдавать сис-
темам, обеспечивающим максимальный объём об-
ласти S. Другим критерием для сравнения является 
радиус вписанной сферы r0. По этим же показателям 
можно судить об относительном ухудшении 
свойств системы при выходе из строя отдельных 
двигателей-маховиков. 

Заключение. С учётом результатов, полученных 
в [4], можно представить зависимость коэффициен-
та χmin от числа двигателей-маховиков n. Если уста-
новочный угол конуса выбрать равным 54,7°, то 
минимальный коэффициент использования кинети-
ческого момента маховичных систем с числом дви-
гателей-маховиков n = 3, 4, 5, 6, …, n→∞ составит, 
соответственно, χmin ≈ 0,33; 0,4075; 0,434; 0,445; …, 

0,4705. Полученный ряд показывает, что коэффици-
ент χmin избыточных систем слабо  зависит от числа 
двигателей-маховиков и определяется в основном 
установочным углом α. Выбор угла α в диапазоне 
45 – 60° гарантирует коэффициент использования 
кинетического момента не менее 0,43. Следует от-
метить, что по этому показателю маховичные сис-
темы уступают гиросиловым системам [3]. 
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