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УДК 621.3.01 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ МЕХАНИЧЕСКОГО МОМЕНТА, РАЗВИВАЕМОГО  
ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ МАШИНОЙ С НЕЛИНЕЙНОЙ МАГНИТНОЙ ЦЕПЬЮ 

Д. А. Вырыханов, Г. Г. Угаров 

Совершенствование систем электропривода связано с необходимостью проведения расчетов динамики рабочих процессов

с учетом нелинейности свойств магнитопровода. В настоящее время это требует уточнения вопросов определения сило-
вого момента, развиваемого электрической машиной. На основании предложенной математической модели определения баланса 
электрической, магнитной и механической мощностей преобразования энергии уточняется методология определения силового 

момента. Применение математического аппарата векторного анализа к скалярной функции магнитной энергии в координатах 
тока и потокосцепления позволило найти выражения, непосредственно сопоставляющие величине механической мощности зна-
чение противоэдс, наблюдаемой в электрическом контуре. Представленная математическая модель распространена на элек-

трические машины с неограниченным количеством взаимодействующих электрических контуров и источников магнитодвижу-
щей силы. Определено влияние степени насыщения магнитопровода электрической машины на величину мощности преобразова-
ния магнитной энергии в электрической машине. Показано ключевое значение отношения мгновенных величин потокосцепления 

к току электрического контура, для реактивных систем определяющее собственную мгновенную индуктивность, для анализа 
процесса электромеханического преобразования энергии. Полученные результаты дополняют классические положения определе-
ния силового момента и механической мощности, развиваемой электрическими машинами. 
Ключевые слова: электромеханическое преобразование энергии, силовой момент, механическая мощность, насыщение 
магнитопровода, противо-ЭДС. 

К настоящему времени основными преобразо-

вателями энергии, применяемыми в промышлен-

ности, являются электрические машины различно-

го принципа действия. Важный параметр электри-

ческих машин – развиваемый силовой момент. 

Данный параметр определяет текущий режим ра-

боты машины, характеризующийся балансом мощ-

ностей преобразования электрической, магнитной 

и механической энергий, и посредством инте-

гральных оценок данных величин определяет коэф-

фициент полезного действия и эксплуатационные 

характеристики. При этом определение баланса 

мощностей, преобразуемых в процессе взаимного 

преобразования электрической, магнитной и механи-

ческой форм энергий, является актуальным теорети-

ческим вопросом, которому посвящено множество 

работ [1 – 4]. Анализ процессов формирования меха-

нической мощности усложняется необходимостью 

учета не только переходной формы происходящих 

процессов, но и нелинейностью свойств магнитопро-

вода, которая оказывает значительное влияние на 

электромагнитный силовой момент [5 – 8]. В насто-

ящее время отсутствует единая методология опреде-

ления механической мощности, развиваемой элек-

трической машиной, непосредственно объединяю-

щая электромеханические системы с линейными и 

нелинейными свойствами магнитопровода. Опреде-

ление силового момента в машинах с нелинейными 

свойствами магнитопровода предлагается проводить 

на основании предварительного расчета распределе-

ния магнитного поля в магнитопроводе с линеари-

зованными магнитными свойствами [5, 8]. 

Процесс электромеханического преобразования 

энергии в электрической машине, сопровождаю-

щийся протеканием тока в некотором электриче-

ском контуре, характеризуется изменением во вре-

мени электрического тока и потокосцепления, рас-

сматриваемого контура ψ [5, 7 – 11]. В настоящей 

статье на основании методов векторного анализа 

выражения магнитной энергии на плоскости «ток – 

потокосцепление» предлагается запись выражения 

механической мощности, развиваемой электриче-

ской машиной в условиях нелинейных свойств маг-

нитопровода и при произвольном количестве маг-

нитных связей рассматриваемого контура с други-

ми источниками магнитодвижущих сил, присут-

ствующих в конструкции машины. 

Рассмотрим произвольный контур реактивной 

электрической машины, протекание тока по кото-

рому формирует некоторую величину потокосцеп-

ления. Изменение тока и потокосцепления опреде-

ляет динамику процесса электромеханического 

преобразования энергии в рассматриваемой ма-

шине, формируя параметрические зависимости i = f(t), 

ψ = f(t), определяющие цикл работы машины [9, 12 – 14] 

на плоскости «ток – потокосцепление» (рис. 1), 

вдоль которого движется рабочая точка А с коор-

динатами (i, ψ). При этом изменение магнитной энер-

гии определится выражением производной от ее ска-

лярной функции вдоль направления статической 

характеристики намагничивания, соответствующей 

неизменной пространственной координате γ = const, 

при движении рабочей точки А, по которой выпол-

няется условие неизменности механической энергии, 
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Рис. 1. Составляющие приращения тока и потокос-

цепления электрического контура в процессе 

электромеханического преобразования энергии 
 

то есть равенства нулю механической мощности 

dWмех/dt = 0 (рис. 1) [15]: 

 

мех
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W
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где 
магr  – вектор, направленный по касательной            

к статической характеристике намагничивания          

γ = const в точке А; 
0 0ψ

ψ
i

i

 
  

 
 – оператор Га-

мильтона в координатах «ток – потокосцепление»; 

0i , 
0ψ  – единичные векторы направлений осей тока 

и потокосцепления соответственно; Wмех – механиче-

ская энергия. Аналогично механическая мощность, 

развиваемая в рассматриваемом процессе, будет 
равна величине производной от магнитной энергии 

вдоль направления линии уровня скалярной функ-

ции магнитной энергии 
мехr , определяющего при 

движении вдоль данной линии рабочей точки А 
неизменность магнитной энергии (рис. 1): 
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           (2) 

 

Вектор дифференциально малого приращения 

местоположения точки А в процессе электромеха-

нического преобразования энергии на основании 
закона сохранения энергии следует определить как 

векторную сумму приращений магdr  и мехdr , при-

сутствующих в выражениях (1) – (2), которые 

представим в следующем виде: 
 

маг маг.0 мех мех.0,Аdr dE r dE r                  (3) 
 

где dEмаг – модуль «магнитной» составляющей скоро-
сти изменения местоположения рабочей точки А на 

плоскости «ток – потокосцепление»; 
маг.0r  – единич-

ный вектор, определяющий направление касательной 
к статической характеристике намагничивания в точ-
ке А; dEмех – модуль «механической» составляющей 
скорости изменения местоположения рабочей точки А 

на плоскости «ток – потокосцепление»; 
мех.0r  – еди-

ничный вектор, определяющий направление вектора 

мехr  в точке А. Проекции дифференциально малых 

векторов в правой части (3) на координатные оси тока 
и потокосцепления (рис. 1) определят разложение на 
магнитную и механическую dψмаг составляющие при-
ращения потокосцепления dψ рассматриваемого элек-
трического контура, которые определяют составляю-
щие противо-ЭДС самоиндукции рассматриваемого 
электрического контура: 

 

маг мехψ ψ ψd d d

dt dt dt
  ,                        (4) 

 

и приращения тока: di = diмаг + diмех. Выражения 
магнитной (1) и механической (2) мощностей учи-
тывают степень насыщения магнитопровода элек-
трической машины, характеризующуюся нелиней-
ностью статической характеристики намагничива-
ния γ = const. Исходя из выражения линии уровня 
Wмаг = const будут характеризоваться касательной  
в произвольной рассматриваемой точке А, располо-
женной под углом θ, равным углу наклона линии, 
соединяющей начало координат с точкой А. Тан-
генс данного угла определит значение собственной 
статической индуктивности рассматриваемого элек-
трического контура L = tan(θ). Таким образом, ве-
личины dEмаг и dEмех зависят от мгновенного значе-
ния собственной статической индуктивности рас-
сматриваемого электрического контура. 

Выражения мощностей (1) – (2) можно распро-
странить на электрические контуры, с которыми сцеп-
лены сторонние источники магнитодвижущих сил, 
определив вектор приращения местоположения ра-
бочей точки А на плоскости «ток – потокосцепле-
ние» в виде суммы: 

 

маг.0 маг. мех.0 мех.

  1   1

,
k s k s

k k

k k

dr r dE r dE
 

 

            (5) 

 

где dEмаг.k – модуль «магнитной» составляющей 
приращения местоположения рабочей точки А на 
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плоскости «ток – потокосцепление» под действием 
тока, протекающего в k-м электрическом контуре;  
k ϵ (1, 2, …, s), где s – количество электрических 
контуров в конструкции электрической машины; 

мех.0r  – единичный вектор, определяющий направ-

ление вектора 
мехr  в точке А; dEмаг.k – модуль «ме-

ханической» составляющей приращения местопо-
ложения рабочей точки А на плоскости «ток – по-
токосцепление» под действием тока, протекающе-
го в k-м электрическом контуре. 

На основании предложенной математической мо-
дели механическая мощность, развиваемая элек-

трической машиной, определится в виде: 
 

  
мех

мех

  1

ψk s

k

k

d
P i

dt





 ,                         (6) 

 

соответственно, суммарный силовой момент, разви-
ваемый электрической машиной, определится выра-

жением: 

 
    

мех мех

  1   1

1 ψ ψ
,

γ

k s k s

k k

k k

d d
M i i

dt d

 

 

 


              (7) 

 

где Ω = dγ/dt – скорость вращения ротора электри-
ческой машины. Выражение (7), определяющее 

силовой момент в виде произведения мгновенного 

значения тока (фиксированного для рассматривае-
мого мгновения времени) на напряжение, согласно 

с выражением силового момента, предложенным в [8]. 

При этом выражение механической мощности (6) 

справедливо для машин с линейными и нелиней-
ными характеристиками магнитопровода. Оно 

показывает, что нелинейность магнитных свойств 

магнитопровода электрической машины оказыва-
ет влияние на особенности цикла работы электри-

ческой машины, изменяя соотношения в векторном 

балансе (5) магнитной и механической составля-
ющих приращений местоположения рабочей точ-

ки А в координатах тока и потокосцепления 

(см. рис. 1). При этом механическая мощность (6) 

определяется при использовании мгновенного 
значения индуктивности электрического конту-

ра, определенной как отношение мгновенного зна-

чения потокосцепления к мгновенному значению 
тока L = ψ/i (см. рис. 1), которые фиксированы для 

рассматриваемого мгновения времени. Одновре-

менно выражение (2), определяющее механическую 
мощность и с ее помощью силовой момент соглас-

но (7), не требует предварительного расчета распре-

деления магнитного поля в магнитопроводе машины 

при линеаризованных свойствах магнитопровода. 

Апробацию предлагаемой методики расчета 

проведем на основании математического модели-

рования процессов срабатывания линейного элек-
тромагнитного двигателя (ЛЭМД) в режиме суще-

ственного насыщения стали магнитопровода. Кон-

струкция ЛЭМД (рис. 2) является осесимметрич-

ной, что позволяет повысить точность расчетов 
за счет решения задачи распределения магнитного 

поля в осесимметричной постановке [17] на секу-

щей полуплоскости, проходящей через ось сим-
метрии конструкции ЛЭМД (рис. 2). В соответствии 

с линейной формой движения якоря ЛЭМД в выраже-

нии (7) Ω = dγ/dt будет являться линейной скоро-

стью перемещения якоря электромагнита,  
а физический смысл M изменится на развиваемое 

электромагнитом усилие Fэл.м, измеряемое в ньюто-

нах. В дальнейших расчетах пренебрегаем усилием, 
противодействующим движению якоря ЛЭМД. Це-

лью расчетов является сравнение значений элек-

тромагнитного усилия, определяемого согласно (7) 
со значением электромагнитного усилия, найденному 

по тензору натяжений магнитного поля Максвелла [16] 

в программной среде COMSOL Multiphysics [17]. 

Предварительным этапом расчетов являлось 
определение зависимостей ψ = f (i; γ), представлен-

ных на рис. 3. При этом магнитные свойства мате-

риала магнитопровода ЛЭМД соответствовали свой-
ствам электротехнической стали марки 2013. Пере-

ходные характеристики изменения соотношений 

между током и потокосцеплением в процессе сра-
батывания получены с помощью математического 

моделирования в среде Simulink [18] и представле-

ны на рис. 3 (в плоскости тока и потокосцепления) 

и рис. 4 (во временной плоскости). 
 

 
Рис. 2. Конструкция линейного электромагнитного 

двигателя (частично передний сектор не показан), 

распределение магнитной индукции и силовые  

линии магнитного поля 
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Рис. 3. Семейство статических характеристик 

намагничивания линейного электромагнитного двигателя 

и его переходная характеристика срабатывания 
 

 
Рис. 4. Динамические характеристики процесса  

срабатывания линейного электромагнитного двигателя 

 

 
 

Рис. 5. Динамические характеристики процесса 

срабатывания линейного электромагнитного двигателя 

 

В дальнейшем рассматривается процесс движе-

ния якоря ЛЭМД от 5 до 1 мм рабочего зазора. 
Напряжение питания ЛЭМД составляло 3,2 В, ак-

тивное сопротивление обмотки ЛЭМД равно 2 Ом, 

масса якоря равнялась 0,2 кг. На рис. 4 представле-
ны динамические зависимости тока i = f(t), пото-

косцепления ψ = f(t), статической L = f(t) и диффе-

ренциальной Lдиф = f(t) индуктивностей обмотки 

ЛЭМД в процессе срабатывания, а также коорди-
наты якоря ЛЭМД γ = f(t) от времени. Процесс сра-

батывания ЛЭМД происходит при существенной 

степени насыщения стали магнитопровода, что 

обеспечено соответствующей массой подвижного 
якоря, сформировавшей значительную силу инер-

ции, которая, в свою очередь, препятствовала сра-

батыванию ЛЭМД при малых значениях тока.  

Определение электромагнитного усилия, действу-
ющего на якорь ЛЭМД, произведено в соответ-

ствии с предложенной методикой, при этом выра-

жению (7) будет соответствовать следующая за-
пись электромагнитного усилия, записанная в ко-

нечных разностях: 
 

 
 ( ) (  1)( ) ( )'

эл.м( ) ( ) (  1)

( ) (   1) диф( ) диф(  1)

2 ψ ψ1
,

2 γ γ

j j j j

j j j 

j j j j 

i L
F i i

L L





 

 
   
  
 

 (8) 

 

где j – индекс шага расчетов; Lдиф – дифференци-

альная индуктивность, определяющая направление 

маг.0dr  (рис. 1), то есть наклон статической характе-

ристики намагничивания, проходящей через рас-

сматриваемую точку с координатами (ψ(j); i(j)). 
На рис. 5 представлено сравнение выражений 

электромагнитных усилий, рассчитанных в отно-

шении рассматриваемой конструкции ЛЭМД 

в процессе его срабатывания на основании (8) 
и на основании расчета электромагнитного усилия  

Fэл.м(j) = f(i(j); γ(j)) по тензору натяжений магнитного 

поля Максвелла (электромагнитная теория Макс-
велла) в программной среде COMSOL Multiphysics. 

При этом, так как результаты расчета электромаг-

нитного усилия по тензору натяжения Максвелла 

получены в статическом режиме (якорь ЛЭМД 
не подвижен), для корректного сравнения F 'эл.м(j)        

и Fэл.м(j) необходимо учесть силу инерции разгоня-

ющегося якоря, которая, согласно второму закону 
Ньютона, компенсируется электромагнитным уси-

лием (8), то есть искомый баланс сил запишется 

следующим образом: 
 

 '

эл.м( ) ( 1) ( ) ( 1) эл.м( )2

1
γ 2γ γ

2
j j j j- j

m
F F

t
   


,  (9) 

 

где m – масса движущегося якоря ЛЭМД. В выра-

жении (8) второе слагаемое учитывает значение си-
лы инерции, действующей на якорь при изменении 

его скорости. На рис. 5 представлено сравнение вы-

ражений электромагнитных усилий, рассчитанных в 

отношении рассматриваемой конструкции ЛЭМД в 
процессе его срабатывания на основании (8) и 

на основании расчета электромагнитного усилия по 

тензору натяжений магнитного поля Максвелла в 
программной среде COMSOL Multiphysics. 
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Электромагнитное усилие F 'эл.м, 

рассчитанное по мощностным параметрам 

согласно выражению (8) 

Электромагнитное усилие Fэл.м, 

рассчитанное на основании расчета тензора Максвелла 
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Абсолютная средняя величина погрешности рас-

четов электромагнитных усилий составила 3,06%, 

при среднеквадратичном отклонении – 7,8%. 
Максимальная погрешность формировалась на ко-

нечном этапе срабатывания ЛЭМД и формирова-

лась погрешностью в определении скорости и уско-

рения движущегося якоря ЛЭМД. 

Выводы 
Представленная математическая модель позволя-

ет проводить анализ процесса электромеханическо-

го преобразования энергии в наиболее общем виде, 

непосредственно определяя взаимосвязь между ба-

лансом силовых моментов на валу машины (за счет 
определения силового момента, развиваемого ма-

шиной) и балансов электрических напряжений в 

электрическом контуре обмотки возбуждения маг-
нитного поля (за счет определения противо-ЭДС (4)). 

Выражения магнитной (1) и механической (2) мощ-

ностей преобразования энергии можно использовать 
для формирования алгоритмов расчета динамики 

рабочих режимов электрических машин на этапах 

проектирования и эксплуатации. 
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DETERMINATION OF THE MECHANICAL MOMENT DEVELOPED  
BY AN ELECTRIC MACHINE WITH A NONLINEAR MAGNETIC CIRCUIT 

D. A. Vyrykhanov, G. G. Ugarov

The improvement of electric drive systems is associated with the need to calculate the dynamics of work processes, taking into account the

nonlinearity of the properties of the magnetic circuit and the transient type of the calculated parameters. Currently, this requires clarification 

of the issues of determining the torque developed by an electric machine. Based on the proposed mathematical model for determining the 
balance of electrical, magnetic and mechanical energy conversion capacities, the methodology for determining the force moment is  speci-
fied. The application of the mathematical apparatus of vector analysis to the scalar function of magnetic energy in the coord inates of current 

and flow coupling made it possible to find expressions that directly correlate the value of the counter-EMF observed in the electrical circuit to 
the value of mechanical power. The presented mathematical model is extended to electric machines with an unlimited number of interacting 
electrical circuits and sources of magnetomotive force. The influence of the degree of saturation of the magnetic circuit of an electric machine 

on the magnitude of the magnetic energy conversion power in an electric machine is determined. The key value of the ratio of instantaneous 
values of flow coupling to the current of the electric circuit is shown, which determines its own instantaneous inductance for reactive systems, 
for analyzing the process of electromechanical energy conversion. The results obtained are compared and complement the classical provi-

sions for determining the torque and mechanical power developed by electric machines. 
Keywords: electromechanical energy conversion, torque, mechanical power, saturation of the magnetic circuit, Counter-EMF. 
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