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Рассматривается программа для ЭВМ численного моделирования управляемого возмущенного движения космического ап-

парата MATMOD. Представляются используемые методы функционирования программы: обобщённая система дифферен-
циальных уравнений динамики космического аппарата с учётом упругих колебаний его элементов конструкций; основные 
матрицы кинематических преобразований для интегрирования углов ориентации космического аппарата (крен, тангаж, 

курс); математическая модель датчика инфракрасной вертикали Земли для формирования вектора углов реальных откло-
нений относительно связанных осей космического аппарата в каналах управления; математическая модель обратной свя-
зи системы ориентации и стабилизации космического аппарата с учётом параметров дискретного формирования и за-

паздывания управляющего сигнала; математическая модель системы органов управления из четырёх несбалансированных 
двигателей-маховиков; математическая модель служебной системы программного поворота солнечных батарей; прибли-
жённая математическая модель движения жидкого топлива в баках в условиях невесомости. Приведены графические ре-

зультаты численного моделирования динамики космического аппарата на участке орбиты, по которым наглядно демон-
стрируется взаимосвязь внутренних процессов и возмущённого движения моделируемого изделия. Отмечается целесооб-
разность использования рассматриваемой программы для проведения мультидисциплинарных расчётов, в которых учи-

тываются также внешние возмущающие факторы от других математических моделей, в интересах формирования и ис-
следования цифровых двойников перспективных космических аппаратов.  
Ключевые слова: математическая модель, космический аппарат, динамика, упругие колебания, кинематические уравне-

ния, система дифференциальных уравнений, датчик вертикали, ориентация, орбитальная стабилизация, двигатель-
маховик, солнечная батарея, топливо, невесомость, численное моделирование, дисбаланс, программа на ЭВМ, цифровой 
двойник. 

 
Совместное решение разнообразных задач ма-

тематической физики, объединение моделей  раз-
ных размерностей и масштабности становится воз-

можным с применением мультидисциплинарного 

моделирования функционирования космических ап-

паратов (КА) с раскрывающимися трансформируе-
мыми элементами конструкций. Такой подход позво-

лит разбивать общую задачу на ряд подзадач, каждая 

из которых описывается собственным набором урав-
нений, и где используются различные решатели 

и численные методы [1, 2]. 

Одна из важных задач исследования изделий ра-

кетно-космической техники представляет собой 
анализ их динамического поведения на разных эта-

пах жизненного цикла. Целью данной работы явля-

ется построение методики моделирования возму-
щенного движения (динамики) КА на орбите. Зада-

чи исследования включают в себя: формирование 

математических моделей для интегрирования ди-
намических характеристик с помощью известных 

численных методов в компьютерной программе, 

а также решение демонстрационной задачи и по-

строение результатов численного моделирования 
динамики существующего КА. 

В представленных работах математические мо-

дели поведения реально существующих КА серий 
«Метеор-М» [3 – 6], «Канопус-В» [7], «ГЛОНАСС-М» [8] 

могут послужить примером основного наполне-

ния компьютерных моделей. Комплексное чис-

ленное моделирование движения таких КА поз-

волит исследовать изменение характеризующих 
параметров функционирования элементов изде-

лия, оценивая их взаимное влияние друг на дру-

га при протекании процессов различной физи-

ческой природы. 
Передовые суперкомпьютерные технологии  

были использованы при создании программно-

методического комплекса формирования и ис-

следования цифровых двойников [9] перспек-

тивных КА. На примере программы для ЭВМ 

MATMOD (рис. 1) [10] показана технология ре-

шения сопряженных задач с использованием  

следующих частных математических моделей: 

– динамики с учётом упругих колебаний эле-

ментов конструкции КА [11]; 

– кинематических преобразований [12]; 

– датчиковой аппаратуры [4, 12]; 

– системы ориентации и стабилизации КА [3, 12]; 

– несбалансированных органов управления  

КА [1, 5]; 

– служебной системы программного поворота 

солнечных батарей (СБ) [6, 12]; 

– подвижности жидкого топлива в условиях не-

весомости [11]. 

Далее будут рассмотрены перечисленные мате-

матические модели и результаты численного моде-

лирования программы. 
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Рис. 1. Обобщённый алгоритм работы программы MATMOD 

 

Математическая модель динамики 
Уравнения возмущённого движения КА (дина-

мическая модель), состоящего из упругих элементов 
конструкций: центрального корпуса, панелей СБ, 
антенн и т. д., рассматриваются в работах [1, 11].    
Из упругой модели амплитуды колебаний или сме-
щения представляются в виде разложения в ряд 
по собственным формам. Формируемую систему диф-
ференциальных уравнений (СДУ) динамики в про-
грамме численного моделирования можно записать 
в следующем матричном представлении: 

 

b y n    MZ DZ CZ R R R .
            

(1) 
 

В (1) M – обобщённая матрица масс системы, со-
держащая тензор инерции, массу и статический 

момент инерции всего КА, а также коэффициенты 
инерционных связей между поступательным движе-
нием КА и колебаниями упругих элементов кон-
струкции. В технической литературе и документаци-
ях к computer-aided engineering (CAE) программному 
обеспечению (ПО) коэффициенты инерционных свя-
зей могут также называться факторами влия-
ния/вовлеченности или participation factors. С – 
обобщённая матрица жесткости системы, которая 
содержит квадраты собственных частот упругих 
колебаний элементов конструкции. Собственные 
частоты, собственные формы и коэффициенты 
инерционных связей (participation factors) должны 
быть рассчитаны заранее с помощью конечно-
элементных (КЭ) моделей в CAE ПО отдельных 
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подконструкций КА с учётом соответствующих 
им условий закрепления в точках соединения 
с центральным корпусом. Стоит отметить, что 
формы и коэффициенты часто нормируются по 
массе КЭ-модели, в программе численного моде-
лирования динамики также используется этот 
принцип. D – обобщённая матрица демпфирова-
ния системы, которая зависит от декрементов 
упругих колебаний элементов конструкций. При 
наличии экспериментальной нелинейной зависи-
мости декрементов от амплитуд упругих колеба-
ний низших тонов в программе возможно осу-
ществлять кусочно-постоянную замену демпфи-
рующих характеристик на шаге интегрирования. 
Rn – вектор нелинейных слагаемых СДУ, состоя-
щий в основном из двойных векторных произве-
дений по угловым скоростям КА. Ry – вектор 
управляющих воздействий от системы ориента-
ции и стабилизации КА. Rb – вектор внутренних 
(усилий от несбалансированных органов управле-
ния, воздействия жидкого топлива, реакций от 
привода служебной системы программного пово-
рота СБ) и внешних возмущений. Z – вектор не-
известных переменных, который включает в себя 
проекции возмущенного движения центра масс 
КА по шести степеням свободы как твёрдого тела, 
а также обобщённые координаты упругих колеба-
ний элементов конструкций. 

Матрицы СДУ квадратные и симметричные,  
а их размерность зависит от количества учитывае-
мых тонов в используемых редуцированных моде-
лях упругих подконструкций. 

Кинематические уравнения 
Система дифференциальных уравнений (1) раз-

решается относительно связанной с КА системы 
координат (ССК). Для определения ориентации  
в возмущённом движении КА с помощью кинема-
тических уравнений также необходимо использовать 
инерциальную систему координат (ИСК). 

В качестве примера ИСК часто используется 
орбитальная система координат (ОСК), которая  
связана с КА. Одна ось ОСК направлена в положи-
тельном направлении нормали к орбите (например, 
ось Oy0), а две другие оси направлены по радиусу 
от центра Земли (например, ось Oz0) и по трансвер-
сали (ось Ox0). Оси, расположенные в плоскости 
орбиты, могут зависеть от кеплерового элемента – 
угла истинной аномалии, тогда говорят об орби-
тальной ориентации (подвижная ОСК) [2, 13]. Ко-
гда оси не зависят от положения КА на орбите, го-
ворят об инерциальной ориентации (неподвижная 
ОСК или просто ИСК) (рис. 2). 

а 

б 

Рис. 2. Тип ориентации космического аппарата в орбиталь-

ном полете (а); б – расположение осей связанной системы 

 координат (Oxyz) относительно орбитальной системы  

координат (Ox0y0z0) через углы Крылова γ, φ, ψ (б) 

Вывод кинематических уравнений для орби-

тальной ориентации осуществлялся по принципу, 

описанному в [12, 14], через углы Крылова: γ – 

крен; φ – тангаж; ψ – курс (рыскание). Операция 

преобразования некоммутативна, то есть конечное 

положение системы координат Oxyz относительно 

Ox0y0z0 будет зависеть от выбранной последова-

тельности использования матриц поворота, напри-

мер, γ → φ → ψ (крен → тангаж → курс) (рис. 2, б).  
Таким образом, для преобразования физических ве-

личин из ОСК в ССК (например, вектора орбитальной 

угловой скорости ωОСК) и формирования кинематиче-

ских уравнений используются следующие матрицы: 

ОСК ССК

cos(φ)cos(ψ) cos(γ)sin(ψ) cos(ψ)sin(φ)sin(γ) sin(γ)sin(ψ) cos(ψ)sin(φ)cos(γ)

cos(φ)sin(ψ) cos(γ)cos(ψ) sin(ψ)sin(φ)sin(γ) sin(γ)cos(ψ) sin(ψ)sin(φ)cos(γ) ;

sin(φ) cos(φ)sin(γ) cos(φ)cos(γ)



  
 

   
 
  

A
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КУ

cos(ψ) sin(ψ)
0

cos(φ) cos(φ)

sin(ψ) cos(ψ) 0 .

cos(ψ) tan(φ) sin(ψ) tan(φ) 1

 
 

 
  
 
 

A
    

(2) 

 
Кинематические уравнения позволяют числен-

но интегрировать углы ориентации Крылова γ, φ, 

ψ на каждом шаге в зависимости от их величин    

и проекций угловой скорости КА, получаемых из 

СДУ (1) от предыдущего шага. Стоит отметить, 

что каналы управления КА относительно связан-

ных осей Ox, Oy, Oz могут называться одноимен-

но углам Крылова: канал управления по тангажу, 

канал управления по крену, канал управления по 

курсу. Описанный способ определения ориента-

ции демонстрируется в математических моделях 

алгоритмов управления КА «Метеор-М» № 2, ис-

следуемых в работах [3 – 6]. 

 

Модель датчиковой аппаратуры  

космического аппарата 

В программе используется математическая мо-

дель датчика инфракрасной вертикали Земли (ДВ), 

приборная система координат которой совпадает   

с ССК КА. В зависимости от положения местной 

вертикали r (рис. 3), которой является ось Oz0 ОСК 

для орбитальной ориентации, можно определить 

углы между её проекциями и ориентируемой осью 

(связанная ось Oz) в плоскостях Oyz и Oxz, в кото-

рых осуществляется сканирование точек горизонта 

реального прибора [4]. 

 

 
 

Рис. 3. Показания-углы отклонения от местной  

вертикали по каналам «крена» и «тангажа»,  

измеряемые датчиком вертикали 

Соответствующие показания-углы ДВ для кана-

лов управления обозначаются: относительно оси 

ССК Ox – угол «крена» ϕ и оси Oy – угол «танга-

жа» ϑ. Проекции местной вертикали определяются 

с помощью матрицы преобразования АОСК→ССК (2) 

на каждом шаге интегрирования. Так как угол кур-

са Крылова (ψ) определяется в ССК (см. рис. 2, б), 

то для алгоритма управления можно записать об-

щий вектор углов реальных отклонений КА: 

 

КА

θ

θ ( ,  ,  ).

θ ψ

x

y

z

f

   
  

        
  
  

θ

         

(3) 

 

Модель системы ориентации и стабилизации 

космического аппарата 
Математическая модель системы ориентации          

и стабилизации (СОС) с помощью простых алгорит-
мов управления вычисляет сигнал для требуемой 
величины управляющего момента КА Mу_т в трёх 
проекциях ССК. Если задается программный век-
тор углов положения КА θпрог, отличный от вектора 
углов текущей стабилизации θстаб, то выполняется 
численное моделирование программной переори-
ентации КА на заданный угол θпрог с характерными 
участками разгона, движения КА по инерции               
и торможения [12].  

В другом режиме работы СОС моделируется 
стабилизация КА, для которого требуемый вектор 
управляющего момента вычисляется по распро-
странённому линейному закону [3, 12]: 

 
Mу_т = –k1ΔθКА – k2ωКА,                   (4) 

 

где ωКА – вектор угловой скорости КА; ΔθКА = θКА – θстаб – 

вектор углов положения КА в текущий момент 
времени относительно углов стабилизации; k1, k2 – 

коэффициенты пропорциональности по углу и уг-

ловой скорости. 
Вектор ωКА в выражении (4) может передавать-

ся из математической модели датчика угловой ско-

рости, учитывая особенности работы реального 
прибора. Величины действительной угловой ско-

рости КА численно интегрируются с помощью 

СДУ динамики (1). 

СОС учитывает особенности дискретной пере-
дачи сигналов при вычислении Mу_т, а также со-

держит алгоритм расчёта фактического момента 

управления Mу_ф, который формирует вектор Ry 
правой части СДУ (1), с учётом времени запазды-

вания tзап и с помощью математической модели ор-

ганов управления. 

z 

y 
 

x 

rx 

ry 
O 

rz 

 –ϕ 
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Модель исполнительных органов 
системы ориентации и стабилизации 

Математическая модель работы исполнитель-
ных органов СОС в программе основана на систе-
ме четырёх двигателей-маховиков (ДМ) КА серии 
«Метеор-М» № 2 [5]. Каждый ДМ создаёт момент 
при ускоренном вращении относительно собствен-
ной оси по направлению вектора hi (i = 1, 2, 3, 4). 
Схема расположения исполнительных органов 
определяется установочными углами (рис. 4), ко-
торые формируют матрицы преобразования для 
физических величин относительно ССК КА. 

Матрица преобразования величин кинетическо-
го момента и момента управления вдоль осей вра-
щения четырёх ДМ в главный вектор относительно 
ССК принимает вид [5]:  

 

ДМ

sin(δ)cos(γ) sin(δ)cos(γ) sin(δ)cos(γ) sin(δ)cos(γ)

sin(δ)sin(γ) sin(δ)sin(γ) sin(δ)sin(γ) sin(δ)sin(γ) .

cos(δ) cos(δ) cos(δ) cos(δ)

    
 

  
 
   

A (5) 

 

Интегрирование угловой скорости вращения махо-
виков возможно с помощью нахождения «псевдооб-

ратной» матрицы ДМ


A , которая вычисляется в матема-

тической модели по принципу, представленному в [5]: 
 

Т T 1

ДМ ДМ ДМ ДМ( ) . A A A A

                

(6) 
 

Особенностью реальной работы ДМ является 
наличие зоны «нечувствительности» и «насыщения», 
которые характеризуются минимально возможным 
создаваемым моментом, соответственно, минималь-
но (момент страгивания) и максимально (номиналь-
ный момент) возможными создаваемыми моментами. 
Для алгоритма моделирования этой особенности ис-
пользуется преобразование Mу_т с помощью матрицы (6), 
и после интегрирования угловой скорости вращения 
ДМ окончательно вычисляется Mу_ф с помощью мат-
рицы (5) для модели СОС. 

Также математическая модель позволяет рас-
считывать силовые и моментные возмущения, обу-
словленные остаточной неуравновешенностью (дис-
балансом) в зависимости от частоты вращения дви-
гателей-маховиков. Эти возмущения входят в сла-
гаемое Rb СДУ (1). 

 

Модель служебной системы управления  
программным поворотом солнечных батарей 

В математической модели системы управления 
программным поворотом СБ используется односте-
пенная система ориентации панелей СБ (рис. 5). 
Для такой системы высокой точности наведения СБ 
на Солнце не требуется. Мощность СБ пропорцио-
нальна освещенности, а освещенность пропорциональ-
на углу падения солнечных лучей. Из оценки в [12] 
следует, что при погрешности ориентации 5 ÷ 10 % 
потеря мощности составит 0,4 ÷ 1,5 %. 

 

 
а 
 

 
б 

Рис. 4. Схемы расположения установочных векторов (а)  

и установки двигателя-маховика в посадочной 

плоскости кронштейна (б) 
 

 
Рис. 5. Схема установки солнечных батарей 

на космический аппарат 

 
Алгоритм в программе запускает программную 

переориентацию панелей СБ в случае превышения 

углом рассогласования α (угол между проекцией 

направления на Солнце в плоскости программного 

поворота СБ и текущей ориентацией СБ) допусти-

мой величины. Проекцию направления на Солнце 

можно вычислить с помощью направляющих ко-

синусов относительно орбитальной системы коор-

динат в баллистической модели и матрице преоб-

разования AОСК→ССК (2). 

Численное моделирование программного пово-

рота панелей СБ осуществляется также с характер-

ными участками разгона, вращения по инерции       

Посадочный фланец 
двигателя-маховика 

Посадочная плоскость 

кронштейна 
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и торможения под действием привода с задавае-

мым рабочим моментом MСБ. Возмущения от пово-

рота СБ также учитываются в СДУ (1). На каждом 

шаге интегрирования в цикле переориентации СБ 

изменяются инерционные характеристики, таким 

образом, необходимо повторно формировать  

обобщённые матрицы СДУ. 
 

Инженерная математическая модель расчета 
подвижности жидкого топлива 

в условиях невесомости 
Инженерная математическая модель описывает 

нелинейное движение жидкого топлива в условиях 
невесомости в виде точечной массы mi (i = 1, 2) от-
носительно системы координат, закреплённой с ба-
ком по следующему уравнению [1, 11]: 

 

2 ( ) / ,o mi i mi i im         ρ r ω r ω ρ ω ω r R
     

(7) 

 

где or  – вектор смещений центра масс КА в воз-

мущенном движении, интегрируемый СДУ (1); mir – 

вектор точки приложения силы реакции связей iR
 

к стенкам i-го бака;
 iρ  – радиус-вектор описывае-

мого движения центра масс mi жидкого топлива от-
носительно центра бака;

 
ω  – вектор угловой скоро-

сти КА, интегрируемый СДУ (1). 
Точечная mi совершает движение внутри поверх-

ности, являющейся геометрическим местом центров 
масс жидкости и удобно аппроксимируемой эллип-
соидом, полуоси которого для программы задаются 
заранее в зависимости от уровня заправки и разме-
ров i-го бака. Внутри поверхности происходит сво-
бодное движение жидкого топлива в условиях неве-

сомости ( 0)iR  . При достижении точечной массы 

mi эллипсоида моделируется упруго-вязкое взаимо-
действие с помощью вектора сил реакции связей 

(   0)iR  , который учитывается в уравнении (7), а так-

же в СДУ (1). 
 

Численное моделирование программного поворота 
и стабилизации космического аппарата 

В качестве демонстрации численного модели-
рования программы был выбран расчёт динамики 
КА на участке орбиты со следующими режимами: 

– начальные условия по ориентации и по угловой 
скорости КА, а также ориентация пары СБ принимают 
нулевые значения (начальное время 0 секунд); 

– первые 200 секунд – орбитальная стабилизация КА; 
– от 200 до 600 секунд – режим переориентации 

КА по углу курса ψ от 0 до –90 градусов; 
– от 600 до 800 секунд – продолжение орбитальной 

стабилизации КА. 

Интегрируемые зависимости углов ориентации 
Крылова (крен, тангаж, курс) и проекций угловой 
скорости на рис. 6, 7 явно демонстрируют модели-
руемые режимы орбитальной стабилизации и пе-
реориентации КА. 

В качестве интегрируемых параметров матема-
тической модели исполнительных органов выступают 
угловые скорости вращения ДМ, результаты которых 
представлены на риc. 8. 

Результаты численного расчёта углов-показаний 
датчика вертикали Земли приведены на рис. 9. Мож-
но заметить отличие величин в режимах орбитальной 
стабилизации при разной ориентации КА (до 200       
и после 600 секунд). Углы ДВ составляют общий век-
тор углов положения КА (3), который вместе с векто-
ром угловой скорости (проекции на рис. 7) формиру-
ет обратную связь алгоритма стабилизации (4). 
 

 
Рис. 6. Углы ориентации Крылова: крен, тангаж, курс 

 

 
Рис. 7. Проекции угловой скорости космического аппарата 

 

 
Рис. 8. Угловые скорости вращения двигателей-маховиков 
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Рис. 9. Показания-углы датчика вертикали Земли 

 

 
 

Рис. 10. Угол ориентации пары солнечных батарей 

в зависимости от программного положения 
 

 
 

Рис. 11. Модули сил реакций между жидким топливом 

и космическим аппаратом 
 

В программе используется параметр, который 

включает или отключает моделирование работы 

служебной системы управления программным 
поворотом СБ. При численном интегрировании 

программная переориентация СБ происходит      

в зависимости от направляющих косинусов     

на Солнце и допустимого угла рассогласования  
между текущим (βтек) и программным (βпрог) поло-

жением. На рассматриваемом временном проме-

жутке (800 секунд) после программного поворота 
КА угол между направлением на Солнце и ориен-

тацией СБ изменяется сильнее, чем от баллистиче-

ского движения на орбите, и превышает допусти-

мый угол рассогласования, что повторно вызывает 

программную переориентацию СБ (рис. 10). 

Моделирование движения жидкого топлива 
в условиях невесомости характеризуется графиками 

абсолютных величин сил реакций между баком  

и жидкостью (рис. 11). Наиболее частое взаимодей-

ствие наблюдается в режиме программной пере-
ориентации (от 200 до 600 секунд). 

Полученные результаты численного интегриро-

вания используемой программы на ЭВМ наглядно 
демонстрируют взаимное влияние внутренних воз-

мущающих процессов, моделируемых рассмотрен-

ными математическими моделями, на динамику 

КА. Внешние факторы могут передаваться от других 
программных модулей в целях проведения мульти-

дисциплинарных вычислений. Таким образом, рас-

сматриваемую программу целесообразно использо-
вать в интересах формирования и исследования циф-

ровых двойников [9] перспективных КА с использо-

ванием передовых технологий на суперЭВМ. 
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METHOD FOR NUMERICAL SIMULATION OF SPACECRAFT DYNAMICS 
USING THE COMPUTER PROGRAM MATMOD 

 

A. O. Menyaylo, O. P. Klishev, N. V. Skomorokhov, 
A. S. Petryakov, S. A. Alexeev, T. S. Maksimova  

 

The computer program MATMOD for numerical simulation of controlled perturbed motion of spacecraft is considered. The methods used to 

program functioning are presented: a generalized system of differential equations for the dynamics of a spacecraft, taking into account elastic 
vibrations of its structural elements; basic matrices of kinematic transformations for integrating the orientation angles of the spacecraft (roll, 
pitch, heading); mathematical model of the Earth's infrared vertical sensor for generating a vector of angles of real deviations relative to the 
associated axes of the spacecraft in control channels; mathematical model of feedback of the spacecraft orientation and stabilization system, 
taking into account the parameters of discrete generation and delay of the control signal; mathematical model of a control system consisting 
of four unbalanced reaction wheels; mathematical model of the service system for program rotation of solar panels; an approximate mathe-
matical model of the movement of liquid fuel in tanks under weightless environment. Graphical results of numerical simulation of the dynam-
ics of a spacecraft in the orbit section are presented, which clearly demonstrate the relationship between internal processes and the per-
turbed motion of the simulated product. The expediency of using the considered program for carrying out multidisciplinary calculations, which 
also take into account external disturbing factors from other mathematical models, is noted, in the interests to forming and studying digital 
twins of promising spacecrafts. 
Keywords: mathematical model, spacecraft, dynamics, elastic vibrations, kinematic equations, system of differential equations, vertical sensor, orien-
tation, orbital stabilization, reaction wheel, solar battery, fuel, weightlessness, numerical simulation, imbalance, computer program, digital twin. 
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